
第十一章 随机过程的基本知识

随机过程(Stochastic Process) 被认为
是概率论的“动力学”部分(J.Neyman,1960).
意思是说它的研究对象是随时间演变的随机现
象
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例1：股票的价格

记t时刻股票的价格为Y(t), 股票价格Y(t)随时间t的
变化在不断变化；给定时刻t，股票价格Y(t)不可

预测，可以认为是随机变量

则{Y(t),t>0}是一个随机过程

第一节随机过程的概念和记号
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例2：随机游走Random Walk
研究一醉汉醉酒后的行走路线，t时刻他所在的
位置记作(X(t),Y(t)),
则{(X(t),Y(t)),t>0}为一个二维随机过程

• 特点1：每一时刻t ，这个位置是不确定的，有
随机性，是随机变量

• 特点2：整个过程随时间t在不断变化
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例3：排队问题

• 记X(t)表示[0,t)小时内通过柜台的人数，则

通过柜台的人数X(t)随时间的增加在变化，

固定t，X(t)为取值非负整数的随机变量，则

{X(t),t>0}是一个随机过程
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随机过程的定义

• 设 T 是一实数集, Ω是一个样本空间. 若对每个t∈Τ,  
X(t,ω)都是定义在样本空间Ω上的一个随机变量,则
称{X(t,ω), t∈Τ}这一随机变量族为随机过程，简
记为 {X(t), t∈Τ}

1、其中T 称为参数集、指标集或时间集

参数集可以是离散的，也可以是连续的

2、随机过程X(t,ω)是关于t ∈Τ, ω ∈ Ω的二元映射，
即： ( , ) : .X T R⋅ ⋅ ×Ω
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(1) 固定 t= t1∈Τ, X(t1)=X(t1,ω) 是一随机变量，称为在
t1 时的状态，当X(t1)=x时，也称X(t) 为在t= t1时刻过程
处于状态 x. 故一个随机过程就是一族随机变量， 所以
随机过程可以看作是多维随机变量的延伸

(2) 固定ω= ω1,X(t,ω1) 是关于t的普通函数，记为X(t) ，
称为样本函数或随机过程的一个实现，也称为一条轨道. 
故一个随机过程就是一族样本函数

对随机过程{X(t), t∈Τ} 进行了一次试验，是指在T上对过
程进行了一次全程观察，其结果就是一个样本函数. 通常
我们画的随机过程曲线示意图, 就是该过程的一个样本函
数或一条轨道

称 X(t) 所有可能取值的全体为该过程的状态空间,记作S.

注
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例 随机过程X(t)=acos(bt+Θ)，t∈(-∞,+∞)， 其中  a和b
是常数，Θ是服从U(0,2π)分布的随机变量，X(t)称为
随机相位余弦波. 求
(1) Θ分别取0, π/2, π时的三条轨道；
(2) t分别为0.5, 2时的两个随机变量.

(1) cos(0.5 ) , (2) cos(2 )X a b X a b= +Θ = +Θ

解: (1) Θ分别取0, π/2, π时的三条轨道分别是

(2) t分别为0.5, 2时的两个随机变量分别是
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第二节随机过程的概率特性

• 随机变量的统计特性可以用它的分布来刻画.随机
过程是一族随机变量, 它的统计特性也可以用类似
的方法来刻画

(一) 随机过程的分布函数族

• 对于固定的t, X(t)是一个随机变量，考虑X(t)的分布
函数Ft(x)=P{X(t)≤x}， 则称Ft(x)为随机 过程 X(t)的一
维分布函数
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• 对于任意的t1， t2 ∈Τ,随机变量X(t1)与X(t2)的联合分
布函数:

则称 为随机 过程 X(t)的二维分布函数

1 2, 1 2 1 1 2 2( , ) { ( ) , ( ) }t tF x x P X t x X t x= ≤ ≤

1 2, 1 2( , )t tF x x
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设随机过程 t>0 ,其中Y 服从参数为λ
的指数分布, 求 X(t)的一维分布函数.

( ) YX t te= ，

1 0
( )

0

y

Y
e y

F y
λ− − >

= 
≤ y 0

( ) { ( ) } { }Y
tF x P X t x P te x= ≤ = ≤

{ ln } (ln ) 1 ( )Y
x x tP Y F
t t x

λ= ≤ = = −

1 ( )
( )

0
t

t x t
F x x

x t

λ − >= 
 ≤

0t >

例1：

Y的分布函数为

当x>t时，X(t)的分布函数为
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对任意的t1,…, tn∈Τ，定义随机过程X(t)的n维分布函数:

则称 为随机过程X(t)的n维分布函数

1 , 1 1 1( , , ) { ( ) , , ( ) }
nt t n n nF x x P X t x X t x= ≤ ≤



 ，

1 2, , 1( , )t t nF x x




有限维分布族具有:

一个随机过程完全取决于它的有限维分布
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𝐹𝐹𝑡𝑡1,…,𝑡𝑡𝑛𝑛 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑡𝑡𝑗𝑗1 ,…,𝑡𝑡𝑗𝑗𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑗𝑗1 , … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛;

𝐹𝐹𝑡𝑡1,…,𝑡𝑡𝑚𝑚 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚 = 𝐹𝐹𝑡𝑡1,…,𝑡𝑡𝑚𝑚,𝑡𝑡𝑚𝑚+1,…,𝑡𝑡𝑛𝑛 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚, +∞, … , +∞ m<n

对称性

相容性



例2：设随机过程X(t)=A cos(t)，t实数，其中A是随机变
量，其分布律为：P{A=1}=P{A=2}=P{A=3}=1/3. 求
(1)  X(t)的一维分布函数Fπ/4(x);
(2)  二维分布函数 ),( 213/,0 xxF π

2 2 2( ) 1 2 3
4 2 2 2

X π
⋅ ⋅ ⋅所有可能的取值为 ， ，

2{ ( ) } { 1} 1/ 3
4 2

P X P Aπ
= = = =

2{ ( ) 2} { 2} 1/ 3
4 2

P X P Aπ
= ⋅ = = =

2{ ( ) 3} { 3} 1/ 3
4 2

P X P Aπ
= ⋅ = = =

/4

20
2

1 2 2
3 2( )
2 3 22
3 2

3 21
2

x

x
F x

x

x

π


<




≤ <= 
 ≤ <

 ≥
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2( / 4) cos( / 4)
2

X A Aπ π= =因为(1)解:



X(π/3)    X(0) 1 2 3

1/2 1/3 0 0

1 0 1/3 0

3/2 0 0 1/3

(2) X(t)=A cos(t),求X(0)和X(π/3)的联合分布函数( ) cos( )
3 3 2

AX Aπ π
= =(0) cos(0) ,X A A= =

(0) 1 2 3X 所有可能取值为，，； ( / 3) 1/ 2 1 3 / 2X π 的取值 ，，

{ (0) 1, ( / 3) 1/ 2}P X X π= =

{ 1, / 2 1/ 2}P A A= = =

{ 1} 1/ 3P A= = =

{ (0) 1, ( / 3) 1}P X X π= =

{ 1, / 2 1}P A A= = =

0=
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1 2 3

1

D1

D2

D3

D4

(1,1/2)

(2,1)

(3,3/2)

x1

x2

1 2

1 2 1 2

0 /3 1 2

1 2 1 2

1 2

0 1: 1 1/ 2
1 2 :1 2, 1/ 2 1,1/ 2 1
3, ( , )
2 3: 2 3, 1 2,1 3 / 2
3
1 4 : 3, 3 / 2

D x x

D x x x x
F x x

D x x x x

D x x

π

< <

 ≤ < ≥ ≥ ≤ <
= 
 ≤ < ≥ ≥ ≤ <

 ≥ ≥

或

或

或

二维分布函数为
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1 1 2
0, /3 1 2

2 1 2

{ }, 2
( , )

{ 2 } , 2
P A x x x

F x x
P A x x xπ

≤ ≤
=  ≤ >
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例3：设随机过程XT只有两条样本曲线
𝑋𝑋 𝑡𝑡,𝜔𝜔1 = 𝑘𝑘cos𝑡𝑡,𝑋𝑋 𝑡𝑡,𝜔𝜔2 = 𝑘𝑘sin𝑡𝑡 − ∞ < 𝑡𝑡 < ∞
其中k（k>0）为常熟，P(𝜔𝜔1)=1/3, P(𝜔𝜔2)=2/3，求的一
维分布函数F0(x)和二维分布函数F0,π/2(x1,x2)

解: 由题意，随机变量X(0)服从亮点分布：𝑋𝑋 0 ~
0 𝑘𝑘
2
3

1
3

0

0 0,
2( ) ,0 ,
3
1,

x

F x x k

x k

<
= ≤ <


≥

，

类似的，二维随机向量 𝑋𝑋 0 ,𝑋𝑋 𝜋𝜋
2

~
(0,𝑘𝑘) (𝑘𝑘, 0)

2
3

1
3

1 2

1 2

0 /2 1 2

1 2

1 2

0 k
1 ,0
3, ( , )
2 0 ,
3
1 ,

x x k

x k x k
F x x

x k x k

x k x k

π

< <

 ≥ ≤ <
= 
 ≤ < ≥

 ≥ ≥

或
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例4：设随机过程X(t)=A+Bt, t≥0, 其中A和B是独立同分
布的标准正态随机变量，即A,B~N(0,1)，求X(t)的一维
和二维概率密度
解: 先求一维概率密度

求二维概率密度

~N( ,                          )



第三节 随机过程的数字特征

1．均值函数

说明

)]([)( tXEtm = ， Tt ∈ ， 

称为随机过程 )(tX 的均值函数. 

)(tm 是 )(tX 的所有样本函数在时刻 t 的函数值的平均 

它表示随机过程 )(tX 在时刻 t 的摆动中心 
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它表示随机过程
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2．方差函数

说明

随机过程{ )(tX ， Tt ∈ }的二阶中心矩 

]))()([()]([)( 2tmtXEtXDtD −==

称为随机过程 )(tX 的方差函数 

)(tD 的平方根 =)(tσ )(tD  

标准差函数

它表示 )(tX 在各个时刻 t 对于 )(tm 的偏离程度 
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它表示
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3．自协方差函数

二阶中心混合矩

简称协方差函数

随机过程 )(tX 在 Ttt ∈21 , 的状态 )( 1tX 和 )( 2tX  

     1 2( , )C t t ))]()())(()([( 2211 tmtXtmtXE −−=  

称为随机过程 )(tX 的自协方差函数， 
    当 Tttt ∈== 21 ，有 注

       ( ) ( , )D t C t t= ]))()([( 2tmtXE −=  
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4．互协方差函数

设 )(tX 和 )(tY 是两个随机过程， 

对任意 Ttt ∈21 , ，则 

1 2( , )XYC t t )]()()][()([ 2211 tmtYtmtXE YX −−=  

称为随机过程 )(tX 与 )(tY 的互协方差函数 

)]([)( 11 tXEtmX =其中

)]([)( 22 tYEtmY =
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称为随机过程
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6．自相关函数

简称相关函数

注

对任意 Ttt ∈21 , ， 
)( 1tX 和 )( 2tX 的二阶原点混合矩 

),( 21 ttR )]()([ 21 tXtXE=  

称为随机过程 )(tX 的自相关函数. 

当 0)( =tm 时，有  ),( 21 ttR = 1 2( , )C t t  

      1 2( , )C t t = 1 2( , )R t t 1 2( ) ( )m t m t−  

协方差函数
如何用相关
函数和均值
函数表示？
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称为随机过程
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7．互相关函数

注

对任意 Ttt ∈21 , ， 
设 )(tX 和 )(tY 是两个随机过程 

),( 21 ttRXY )]()([ 21 tYtXE=    

称为随机过程 )(tX 与 )(tY 的互相关函数 

      1 2( , )XYC t t = ),( 21 ttRXY )()( 21 tmtm YX−  

则
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8．互不相关与相互独立

注

对任意 Ttt ∈21 ,  
设 )(tX 和 )(tY 是两个随机过程 

           1 2( , )XYC t t =0 
则称随机过程 )(tX 与 )(tY 互不相关 

有

若随机过程 )(tX 与 )(tY 互不相关 

则           ),( 21 ttRXY )()( 21 tmtm YX=  

即 )]([)]([)]()([ 2121 tYEtXEtYtXE =

若

2024/6/7 23


对任意

[image: image1.wmf]T


t


t


Î


2


1


,




_1054537643.unknown




设

[image: image1.wmf])


(


t


X


和

[image: image2.wmf])


(


t


Y


是两个随机过程

_1054193692.unknown



_1054710563.unknown




           

[image: image1.wmf]12


(,)


XY


Ctt


=0


_1256554782.unknown




则称随机过程
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若随机过程
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设X(t),Y(t)是定义于同一个样本空间S和同一个参数

集T上的随机过程. 其相互独立的充要条件任意一

个n+m维联合分布函数等于n维X(t)的分布函数乘以

m维Y(t)的分布函数，即

),...,,;,...,,( 2121,...,,;,...,,
2121 mntttttt yyyxxxF

mn ′′′

),...,,(),...,,( 21,...,,21,...,, 2121 mtttnttt yyyFxxxF
mn ′′′=
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小 结

X(t) X(t)、Y(t)

均值函数

协方差函数

自相关函数

互协方差函数

互相关函数

方差函数
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例5: 设随机过程X(t)=A cos(t), t实数, 其中A是随机变量;
其分布律为：P{A=1}=P{A=2}=P{A=3}=1/3,
求X(t)的均值函数、自相关函数、协方差函数

解：均值函数

m(t)= E[X(t)]=E[A cos(t)]=cos(t) E(A)

E(A)=1· (1/3)+2 · (1/3)+3 · (1/3)=2

故 m(t)= 2cos(t)
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自相关函数

R(t1,t2)=E[X(t1)X(t2)]

=E[Acos(t1)Acos(t2)]

=cos(t1)cos(t2)E(A2)

=14/3cos(t1)cos(t2)

协方差函数

C(t1,t2) = Cov(X(t1),X(t2))

=E[X(t1)X(t2)]-E[X(t1)]E[X(t2)]

=R(t1,t2)-E[X(t1)]E[X(t2)]

=14/3cos(t1)cos(t2) -2cos(t1)2cos(t2)    

=2/3cos(t1)cos(t2) 
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例6：随机相位正弦波X(t)=acos(ω0t+Φ),其中a, ω0 是大于零

的常数，随机变量Φ服从[0,2π] 上的均匀分布，求X(t)的均

值函数以及自相关函数

解：： )]cos([)( 0 Φ+= taEtm ω

φ
π

φωφφφω
π

dtadfta
2
1)cos()()cos( 0

2

00 +=+= ∫∫

0
0

2
|)sin(

2 0 =+=
π

φω
π

ta

)}cos()cos({))()((),( 20102121 Φ+Φ+== tataEtXtXEttRX ωω

φ
π

φωφω
π

dtta
2
1)cos()cos( 2010

2

0

2 ++= ∫

φωφω
π

π
dtttta ))}(cos()2)({cos(

2
1

2 210210

2

0

2

−+++= ∫

))(cos(
20

2
))(cos()2)(sin(

2
1

4 210

2

210210

2

ttatttta
−=



 −+++= ω

π
ωφφω

π
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例7：X(t)，Y(t)已知，设W(t)=X(t)+Y(t)，试求W(t)的均

值函数及自相关函数

( ) ( ( )) { ( ) ( )}Wm t E W t E X t Y t= = +

)()())(())(( tmtmtYEtXE YX +=+=

)]}()()][()({[))()((),( 22112121 tYtXtYtXEtWtWEttRW ++==

)}()()()()()()()({ 21122121 tYtYtYtXtYtXtXtXE +++=

),(),(),(),( 21212121 ttRttRttRttR YYXXYX +++=
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解：



解：

所以

例8

试求它们的互协方差函数

设两个随机过程 2)( UttX = ， 3)( UttY =  

其中 U 是随机变量且 5)( =UD  

)(tX 和 )(tY 的均值函数 

][)( 2UtEtmX = ][2 UEt=

][)( 3UtEtmY = ][3 UEt=

1 2( , )XYC t t )]}()()][()({[ 3
22

2
11 UEttYUEttXE −−=

]))([( 23
2

2
1 UEUEtt −= )(3

2
2

1 UDtt=

)(tX 和 )(tY 的互协方差函数 
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设两个随机过程
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其中U是随机变量且
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例9：设随机过程XT只有两条样本曲线
𝑋𝑋 𝑡𝑡,𝜔𝜔1 = 𝑎𝑎cos𝑡𝑡,𝑋𝑋 𝑡𝑡,𝜔𝜔2 = −𝑎𝑎cos𝑡𝑡 − ∞ < 𝑡𝑡 < ∞
其中a（a>0）为常熟，P(𝜔𝜔1)=2/3, P(𝜔𝜔2)=1/3，求XT的
期望和相关函数

解：数学期望

相关函数为



第四节 随机过程的基本类型

1. 按参数集和状态空间分类

参数集T的是一个可列集T={0，1，2，…}

离散参数

连续参数

参数集
分类

参数集T的是一个不可列集 }0|{ ≥= ttT

状态空
间分类

离散状态

连续状态

)(tX
取值是离散的

取值是连续的
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T离散、S离散

T离散、S非离散（连续）参数T
状态S
分类

统计特
性分类

2．按过程的性质特点分类

T非离散（连续）、S离散

T非离散（连续）、S非离散（连续）

二阶矩过程

独立增量过程

Markov过程

Gauss过程

正交增量过程

宽平稳过程

2024/6/7 33



(1)  二阶矩过程

二阶矩过程的均值函数和相关函数都存在.

由Cauchy-Schawze不等式

设{X(t) , t ∈T}是随机过程, 对于每一个t∈T，二
阶矩E[X²(t)] 都存在, 则称X(t)为二阶矩过程

2 2 2
1 2 1 2{ [ ( ) ( )]} [ ( )] [ ( )]E X t X t E X t E X t≤
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Gauss过程

1 2

1
-12 2

, , , 1 2
1( , , , ) (2 ) | | exp{ ( ) ( )}
2n

n

t t t nf x x x C Cπ
− − Τ= − − −



 x m x m

若随机过程 {X(t) , t∈T}的每一个有限维分布都是正态
分布, 即对任意正整数n ≥1, 和n个不同的t1,t2,…,tn∈T，
n维随机变量{X(t1),X(t2),…,X(tn )}的概率密度为

则称 {X(t) , t ∈T}为正态过程或高斯过程

1 2 1( , , , ) , ( ( ), , ( ))n X X nx x x m t m t ΤΤ= = x m

1 1 1

1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

X X n

X n X n n

C t t C t t

C t t C t t

 
 =  
 
 



  



为对称正定阵，C
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正交增量过程

若随机过程 {X(t) , t ≥0}为二阶矩过程，且对任意的
0≤ t1<t2 ≤ t3<t4 ,恒有

则称 {X(t) , t∈T}为正交增量过程

E[(X(t2)-X(t1))(X(t4)-X(t3))]=0,
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正交增量过程的性质

若随机过程 {X(t) , t ≥0}为正交增量过程，规定X(0)=0，
则当t2 >t1 ≥0

R(t1 ,t2)=E[(X(t1) X(t2)]

=E{[X(t1)-X(0)][X(t2)-X(t1)+X(t1)]}
=E{[X(t1)-X(0)][X(t2)-X(t1)]}+ E{[X(t1)-X(0)]X(t1)}
=E[X²(t1)]

正交增
量性

令g(t1)=E[X²(t1)], 则当t2 >t1 时，R(t1,t2)=g(t1)；
当t1 >t2 时，R(t1,t2)=g(t2)。一般地， R(t1 ,t2)=g(t1∧t2)
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当t2 >t1 ≥0

故 g(t)是t的单调非降函数

=E[X(t2)-X(t1)]²

g(t2)-g(t1)=E[X²(t2)]- E[X²(t1)]

=E[X²(t2)] - 2E[(X(t1) X(t2)]+E[X²(t1)]
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正交增量过程的性质



（2）独立增量过程

是相互独立的，则称X(t)为独立增量过程

设{X(t) , t ≥0}为随机过程,对任意有限个 

nn tttt <<<< −121  ,且 

)()( 12 tXtX − ， )()( 23 tXtX − ，…， )()( 1−− nn tXtX  

1. 定义

进一步地，若独立增量过程X(t)的任意增量
X(s+t)-X(s)(s≥0,t>0)的概率分布与s无关，
则称X(t) 为平稳独立增量过程

2024/6/7 39


设{X(t) , t ≥0}为随机过程,对任意有限个
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注：

独立增量过程并没有要求二阶矩存在，故其未必
是二阶矩过程，反之亦然

二阶矩存在的独立增量过程有泊松过程和布朗运
动
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例1

证:

设{ )(nX ， ,2,1,0=n }是相互独立 

的随机变量序列，令
0

( ) ( )
i

n
S i X i

=

=∑

则 { )(iS ， ,2,1,0=i }是一个独立增量过程 

对于任意的正整数0≤n0<n1<…<nm,增量

1 0 2 1 1( ) ( ),  ( ) ( ),  ,  ( ) ( )m mS n S n S n S n S n S n −− − −

( ) ( )0 11X n X n+ + + ， ( ) ( )1 21X n X n+ + ， ( ) ( )1, 1m mX n X n− + + 

是相互独立的, 故{S(i),i=0,1,2,…}是一个独立增量过程
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求独立增量过程 {X(t) , t ≥0} 的协方差函数与相
关函数，设 X(0)=0

0 s t≤ <当 时，

2{[ ( ) (0)] [ ( ) ( )] [ ( )]}E X s X E X t X s E X s= − ⋅ − +

例2

解:

{[ ( ) (0)][ ( ) ( ) ( )]}E X s X X t X s X s= − − +[ ( ) ( )]E X s X t

2[ ( )] { [ ( )] [ ( )]} [ ( )]E X s E X t E X s E X s= ⋅ − +
2 2[ ( )] [ ( )] [ ( )]} [ ( )]E X s E X t E X s E X s= ⋅ − +

( ) ( )+ ( )m s m t D s=
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0 t s≤ <当 时，

( , ) ( ( ), ( ))XC s t Cov X s X t=
[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]

= ( )
E X s X t E X s E X t
D s t

= −
∧

[ ( ) ( )]E X s X t ( ) ( )+ ( )m s m t D t=

故相关函数

( , ) [ ( ) ( )]R s t E X s X t=

( ) ( )+ ( )m s m t D s t= ∧

协方差函数
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三、Markov过程

则称X(t)为Markov过程，简称为马氏过程

设{X(t) , t ≥0}为随机过程,对任意有限个 

nn tttt <<<< −121  ,以及任意 s>0 (tn+s∈T),恒有 

P{X(tn+s)≤ x | X(t1)=x1,…,，X(tn)=xn }= P{X(tn+s)≤ x | X(tn)=xn}, 

1. 定义

x，x1, x2 ,…, xn∈R 成立， 
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设{X(t) , t ≥0}为随机过程,对任意有限个
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P{X(tn+s)≤ x | X(t1)=x1,…,，X(tn)=xn }= P{X(tn+s)≤ x | X(tn)=xn},


x，x1, x2 ,…, xn∈R 成立，



T= {0,1,2,…} 、S为可列集

参数集T
状态S
分类

T =[0,+∞) 、S为可列集

T、S均为不可列集

马
尔
可
夫
过
程

三、Markov过程

Markov过程具有无后效性，即已知现在，将来与过
去无关

马尔可夫链
（马氏链）

连续参数马氏链

一般状态空间上
的马氏过程
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四、泊松过程

则称{N(t) , t ≥0}为计数过程

1. 计数过程定义

令N(t)表示(0，t]内某随机事件A出现的次数，若N(t)满足
以下性质：
（1）N(t)取值为非负整数；
（2）若t>s≥0,则N(t) ≥N(s);
（3）若t>s≥0,过程的增量N(t) - N(s)
表示在事件(s , t]内随机事件A出现的次数;
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四、泊松过程

则称{N(t) , t ≥0}为强度为λ的泊松过程

2. Poisson过程定义（一）

令{N(t),t ≥0}为计数过程，若它满足条件
（1）N(0)=0；
（2）是独立增量过程；
（3）对任意的 s≥0, t≥0，

( ){ ( ) ( ) } , 0,1, 2,...
!

k
ttP N t s N s k e k

k
λλ −+ − = = =
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四、泊松过程

则称{N(t) , t ≥0}为强度为λ的泊松过程

2. Poisson过程定义（二）

令{N(t) , t ≥0}为计数过程，若它满足条件
（1）N(0)=0；
（2）是独立增量过程；
（3）对任意的 t≥0，及充分小的Δt>0，

{ ( ) ( ) 1} ( )P N t t N t t o tλ+ ∆ − = = ∆ + ∆

{ ( ) ( ) 2} ( )P N t t N t o t+ ∆ − ≥ = ∆
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四、泊松过程

注

（1）定义（一）是从宏观上描述过程增量的概率分布；

（2）定义（二）是从微观上描述过程增量的概率分布；

短时间内发生2次以上事件的概率非常小

（3）定义（一）和定义（二）是等价的
（4）以上定义的泊松过程称为齐次泊松过程

{ ( ) ( ) 1} ( )P N t t N t t o tλ+ ∆ − = = ∆ + ∆

{ ( ) ( ) 2} ( )P N t t N t o t+ ∆ − ≥ = ∆

短时间内发生一次事件的概率与时间间隔成比例
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证明：两个定义的一致性

1( ){ ( ) ( ) 1}
1!

te tP N s t N s
λ λ− ⋅∆ ⋅∆

+ ∆ − = =

(1 ( )) ( )t o t t o tλ λ= ∆ + ∆ = ∆ + ∆

0 1{ ( ) ( ) 2} 1P N s t N s P P+ ∆ − ≥ = − −
0 1( ) ( )1

0! 1!

t te t e tλ λλ λ− ∆ − ∆∆ ∆
= − −

1 (1 )te tλ λ− ∆= − + ∆ 1 (1 ( ))(1 )t o t tλ λ= − − ∆ + ∆ + ∆

2 21 (1 ( ) ( ))t o tλ= − − ∆ + ∆ ( )o t= ∆

定义（一）推定义（二）
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由定义（二）推定义（一）

设 ( ) { ( ) }nP t P N t n= =

0
{ ( ) ( ) }

k
P N t t N t k

+∞

=

+ ∆ − =∑ 0 1 2P P P≥= + +

{ ( ) ( ) 0} ( )P N t t N t t o tλ= + ∆ − = + ∆ + ∆ =1

{ ( ) ( ) 0} 1 ( )P N t t N t t o tλ⇒ +∆ − = = − ∆ + ∆

0 ( ) { ( ) 0} { ( ) 0, ( ) ( ) 0}P t t P N t t P N t N t t N t+ ∆ = + ∆ = = = + ∆ − =

{ ( ) 0} { ( ) ( ) 0}P N t P N t t N t= = + ∆ − =
独立增量
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0 ( ){1 ( )}P t t o tλ= − ∆ + ∆

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )P t t P t tP t o tλ+ ∆ − = − ∆ + ∆

0 0
00

( ) ( )lim ( )
t

P t t P t P t
t

λ
∆ →

+ ∆ −
= −

∆

0
0

( ) ( )dP t P t
dt

λ= −

即：

所以

即：

0 (0) { (0) 0} 1P P N= = =

0 ( ) tP t e λ−=解微分方程，得

{ ( ) 0} tP N t e λ−= =即

2024/6/7 52



( ) { ( ) }nP t t P N t t n+ ∆ = + ∆ = { ( ) ( ) ( ) }P N t N t t N t n= + + ∆ − =

0
{ ( ) , ( ) ( ) }

n

k
P N t n k N t t N t k

=

= = − + ∆ − =∑

当n≥1时，

0
{ ( ) } { ( ) ( ) }

n

k
P N t n k P N t t N t k

=

= = − + ∆ − =∑

{ ( ) } { ( ) ( ) 0}P N t n P N t t N t= = + ∆ − =

2

{ ( ) 1} { ( ) ( ) 1}

{ ( ) } { ( ) ( ) }
n

k

P N t n P N t t N t

P N t n k P N t t N t k
=

+ = − + ∆ − =

+ = − + ∆ − =∑
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2

{ ( ) } { ( ) ( ) 0}
{ ( ) 1} { ( ) ( ) 1}

{ ( ) } { ( ) ( ) }
n

k

P N t n P N t t N t
P N t n P N t t N t

P N t n k P N t t N t k
=

= = + ∆ − =
+ = − + ∆ − =

+ = − + ∆ − =∑

})()({)())()(())(1)((
2

1 ktNttNPtPtottPtottP
n

k
knnn =−∆++∆+∆+∆+∆−= ∑

=
−− λλ

)(})()({

})()({)(})()({)(

2

22

toktNttNP

ktNttNPtPktNttNPtP

k

k
kn

n

k
kn

∆==−∆+≤

=−∆+≤=−∆+

∑

∑∑
∞+

=

+∞

=
−

=
−

)())()(())(1)(()( 1 totottPtottPttP nnn ∆+∆+∆+∆+∆−=∆+ − λλ
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又：



为解方程，对n作数学归纳

)())()(())(1)(()( 1 totottPtottPttP nnn ∆+∆+∆+∆+∆−=∆+ − λλ
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)1(0})0({)0( ≥=== nnNPPn初始条件：
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因为N(t)= N(t)-N(0) ~ P(λt),

所以E[N(t)]=E[N(t)-N(0)]= λt

D[N(t)]=D[N(t)-N(0)]= λt

当s<t时，

Cov(N(s), N(t))=Cov(N(s)-N(0), N(t)-N(s)+N(s))

= Cov(N(s)-N(0), N(t)-N(s))+ Cov(N(s), N(s))

=D(N(s))= λs

当s<t时， Cov(N(s), N(t))= λt

故C(s, t)= λmin{s,t}

泊松过程的数字特征

泊松分布是
二阶矩过程

λ =E[N(t)]/t表示单位时间
内事件A的平均出现次数
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R(s, t)= Cov(N(s), N(t))+E[N(s)] E[N(s)]

= λmin{s,t} +λ²st

泊松过程的数字特征
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泊松流

令 Sn表示事件A第n次出现发生的时刻， S0 =0，

则{Sn >t}={N(t)<n}；

Sn的分布函数
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Tn=Sn-Sn-1表示事件第n次出现与第n-1次出现的时间间隔。

故T1=S1 ~ Exp(λ)

2 1( | )P T t T s> = =

( ( ) 0)P N t= =

1( ( , ] A | )P s s t T s+ =在 内事件 不出现

( ( ) ( ) 0)P N s t N s= + − =



 >

=
−

其它,0
0,

)(
te

tf
t

Ti

λλ

teλ=

故T2~ Exp(λ)，且T2与T1独立.重复上述步骤可知：
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定理1、强度为λ 的泊松过程的时间间隔{Tn}是相互
独立的随机变量，且服从参数为λ 的同一个指数分布

定理2、设{N(t)，t≥0}是计数过程，若时间间隔{Tn}
是相互独立的随机变量，且服从参数为λ同一个指数
分布，则{N(t)，t≥0}是强度为 λ的泊松过程

定理1和定理2刻画了泊松过程的本质，即：

一个计数过程是泊松过程，当且仅当时间间隔相
互独立且服从同一个指数分布
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泊松过程举例
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泊松过程举例
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泊松过程举例
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泊松过程举例
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泊松过程举例

例 顾客到达某商店服从参数λ= 4人/小时的泊松过程，
已知商店上午9：00开门，试求到9：30时仅到一位顾
客，而到11：30时总计已达5位顾客的概率

解：设N(t)表示在时间t时到达的顾客数



英国植物学家Brown最早发现了布朗运动；
Einstein在1905首先给出了物理学解释；
Wiener在1918年构造了布朗运动的数学模
型；故布朗运动也称Wiener过程

布朗（Brown）运动
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布朗运动是指悬浮在液体或气体中的微粒所做的永不停息的
无规则运动
将坐标系的原点取在花粉的起始位置，花粉在 t 时刻所处位置
的横坐标和纵坐标分别用 X(t), Y(t) 表示。首先它在起始时刻
位于原点；又在各个不相交时间间隔中花粉沿 x 方向的位移
是互不影响，相互独立的；且在每一段时间间隔中沿x 方向位
移服从正态分布，由于左移与右移距离的概率分布是对称的，
所以数学期望为零，而刻划位移分散程度的方差正比于时间
间隔的长度



定义：设{W(t)，t≥0} 为随机过程，若它满足
（1）W(0)=0；
（2）是独立增量过程；
（3）增量W(t)- W(s)~N(0,|t-s|σ²), σ>0；

则称{W(t)，t≥0} 是参数为σ²的 布朗运动或Wiener过程.
如果σ＝1，则称为标准布朗运动

布朗运动的定义

注：第(1)条并不是必须的. 如果W(0)＝x，则称{W(t),t≥0}为

始于x的布朗运动，记为Wx(t) 
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（1）{W(t),t≥0}是平稳独立增量过程;

（2）对每个t>0，W(t) 服从正态分布N(0, σ2t).

且{W(t),t≥0}为正态过程

（3） mw(t)=0, Cw(s, t)=Rw(s, t)=σ²min(s, t)(s, t≥0)

证明（1）由定义中的条件（2）和（3）可得性质（1）.

（2）对每个t>0， W(t)=W(t)-W(0) ~ N(0, σ2t),

由W(0)=0，得： W(t) ~ N(0, σ2t)

布朗运动的性质
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证明{W(t),t≥0}为正态过程，

即证对任意的自然数n，以及n个时刻
0≤t1<t2<…<tn,(W(t1),W(t2),…,W(tn)) 的联合密度为正态分布，

布朗运动的性质

1
( )

n

i i
i

aW t
=
∑

2 2

1 1
( ) ~ (0, )

n n

i i i
i i

aW t N a σ
= =
∑ ∑而由W(ti) ~ N(0,σ2ti) 得：

故{W(t),t ≥ 0}为正态过程

充要条件是对任意n个实数a1<a2<…<an， 服从正态分布
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布朗运动的性质

（3）由W(t) ~ N(0, σ2t)得：

mw (t)=E[W(t)]=0; Dw[W(t)]=σ2t

故Rw(s, t)=Cw(s, t)=Cov(W(s),W(t))

=Cov(W(s)-W(0),W(t)-W(s)+W(s))   (s<t)

=Cov(W(s)-W(0),W(t)-W(s))+Dw (W(s))
= σ2s

同理，当t<s时， Rw(s, t)= Cw(s, t)= σ2t

故Cw(s, t)=Rw(s, t)=σ²min(s, t) (s, t≥0)
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独立增量过程，协方差为0



例：设{W(t)， t≥0}是参数为σ²的 布朗运动，a>0是常数，试证明
X(t)=W(t + a)-W(a), t≥0 是布朗运动

证：(1) X(0) = W(0+a)-W(a)=0

(2) 对有限个0<t1<t2<…<tn∈T ,有a<a+t1<a+t2<…<a+tn则：

X(t2)- X(t1) = W(t2+a)-W(t1+a); X(t3)- X(t2) = W(t3+a)-W(t2+a),…,

X(tn)- X(tn-1) = W(tn+a)-W(tn-1+a),

由W(t) 是布朗运动，知

W(t2+a)-W(t1+a); W(t3+a)-W(t2+a),…, W(tn+a)-W(tn-1+a)相互独立，

故X(t)是独立增量过程；

（3） X(s)- X(t) = W(s+a)-W(t+a)~N(0,|t-s| σ²),

综上， {X(t)， t≥0}是参数为σ²的 布朗运动
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